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Das unter dem Namen des Apollonischen Taktionsproblems schon seit alter Zeit 
(Apollonius 200 v. Chr.) bekannte planimetrische Problem behandelt die Aufgabe, einen Kreis 
zu finden, der drei ihrer Lage und Größe nach gegebene Kreise berührt. Da auch die Gerade 
als Kreis mit unendlich großem, der Punkt als Kreis mit unendlich kleinem Radius aufgefaßt 
werden kann, so ergeben sich bekanntlich für die Behandlung des allgemeinen Problems zehn 
verschiedene Einzel-Aufgaben, deren Lösung aus der Planimetrie bekannt ist. 

Bei den mannigfachen Analogieen, die sich bei der Untersuchung planimetrischer und 
der entsprechenden stereometrischen Probleme, bei der Betrachtung ebener und räumlicher 
Gebilde ergeben, ist es interessant, dieses Berührungs-Problem auch für den Raum zu unter- 
suchen, indem die Aufgabe aufgestellt wird, die Kugeln zu finden, die vier ihrer Lage nach 
gegebene Kugelflächen berühren. Auch diese Aufgabe spaltet sich in mehrere Einzelfälle, da 
eine Kugel mit unendlich großem Radius als Ebene, eine solche mit unendlich kleinem Halb- 
messer als Punkt sich darstellt. Die Anzahl dieser Einzel-Aufgaben ist bestimmt durch die 
Anzahl der Combinationen mit Wiederholung zur vierten Klasse aus den drei Elementen: 
Punkt, Ebene, Kugel (P, E, K). Die Untersuchung dieser 15 Berührungs-Aufgaben bildet den 
Gegenstand der vorliegenden Arbeit. 

Es erscheint zweckmäßig, der Behandlung dieser einzelnen Aufgaben einige Vorbetrach- 
tungen vorauszuschicken; es sollen zunächst untersucht werden die geometrischen Orte für die 
Mittelpunkte der Kugeln, die nur zwei der Elemente Punkt, Ebene, Kugel berühren. Der 
zweite Teil dieser Vorbetrachtung wird sich dann weiter beschäftigen mit der Aufstellung der 
geometrischen Orte für die Oentren der Kugeln, die drei gegebene Elemente berühren. 


I. 


Wird allgemein ein Punkt durch P, eine Ebene durch E, eine Kugel durch X bezeichnet, 
so können die sechs Aufgaben, welche die Berührung je zweier Elemente behandeln, in folgende 
drei Gruppen eingeteilt werden: 

L a) Pr P; b) Ei, Es 
REN TE BEE, 
I: a) Kı, Ka b) K, JE 


1. a) Soll die gesuchte Kugel durch zwei gegebene Punkte hindurchgehen, so lehrt 
schon die elementare Stereometrie, daß ihr Centrum in der Ebene liegt, die in der Mitte H 
der Verbindungslinie Pı Ps auf dieser Geraden senkrecht steht (Mittellot-Ebene auf Pı Ps). 
Bezeichnet 2@ die Entfernung der Punkte Pı und Ps, x den Abstand des Kugel-Mittelpunkts 
von H, so ist der Radius der Berührungskugel e=V a? +x? 
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b) Der Mittelpunkt einer Kugel, die zwei gegebene Ebenen Eı und E» berührt, liegt in 
der Halbierungsebene des von Eı und Es gebildeten Flächenwinkels. Da nun die beiden 
Ebenen vier verschiedene Flächenwinkel mit einander bilden, so daß je zwei von ihnen durch 
dieselbe Ebene halbiert werden, so giebt es in diesem Falle zwei zweifach unendliche Scharen 
von Berührungskugeln. Jeder Punkt der beiden Ebenen kann als Berührungspunkt zweier, 
verschiedenen Scharen angehörenden Tangential-Kugeln auftreten. Bedeutet 2& den von Fı 
und Es gebildeten spitzen Winkel, x den senkrechten Abstand des Kugel-Mittelpunktes von 
der Schnittkante der beiden Ebenen, so ist der Radius der Kugel o=x: sin« bez. #: coso, 
je nachdem das Centrum im Raum der beiden spitzen oder der stumpfen Winkel liegt. 

Wenn im besonderen Falle die Ebenen keinen Winkel bilden, d. h. parallel sind, so giebt 
es nur eine Schar von Berührungskugeln, deren Radien sämtlich gleich dem halben Abstand 
der parallelen Ebenen sind. Die Mittelpunkte aller Kugeln liegen in der Ebene, die im mitt- 
leren Abstand zu Eı und Es parallel gezogen ist (Parallel-Ebene im mittleren Abstand). 


2. a) Von den beiden Aufgaben, die zur zweiten Gruppe gehören, ist offenbar diejenige die 
allgemeinere, die bei gegebener Kugel und Ebene den Ort für das Centrum der Berührungs- 
kugel sucht. 

Es bezeichne r den Radius der gegebenen Kugel, 0A=a«a den senkrechten Abstand ihres 
Mittelpunktes von der Ebene; A sei der Anfangspunkt der Coordinaten, AO die Richtung der 
positiven 2. Dann besteht zwischen den Coordinaten des Centrums der Berührungskugel die 
Beziehung: z= V x?-+y2+(e—a)?-Fr, wo das negative oder positive Zeichen Geltung hat, 
je nachdem K von außen oder von innen berührt wird. Aus dieser Bedingung fließen die 
Flächengleichungen: 


hi —-?+y?—22l.a +nnta?—r?=0 


Beide zeigen, daß für äußere wie für innere Berührung je eine zweifach unendliche Schar von 
Tangential-Kugeln existiert, deren Centren auf je einem Rotations-Paraboloid fı bez. a = 
liegen. — Jeder Punkt der Ebene wie auch jeder Punkt der gegebenen Kugelfläche kann den 
Berührungspunkt zweier Kugeln — je einer aus jeder Schar — darstellen. 

Bisher ist angenommen worden, daß a>r ist, daß also K ganz auf einer Seite der Ebene 
liegt. Wenn jedoch X die Ebene berührt (r=«), so degeneriert die Fläche %&%—=0 in die 
Gerade &?+y?=0, d.h. die z-Achse. Diese enthält dann auf der der Kugel zugewendeten 
Seite der Ebene die Mittelpunkte einer einfach unendlichen Schar von Kugeln innerer, auf der 
abgewendeten Seite die einer weiteren Schar äußerer Berührung. 

Für den Fall, daß X die Ebene schneidet (a<“r), nehmen die NACH eDE I TE fol- 


gende Form an: alaadıyı Daran) ee 
r—#*’+y?+22 r a) —(r’—a’)=0 
Die beiden Flächen haben ihren Scheitel auf verschiedenen Seiten der Ebene, sie sind 
nach verschiedenen Seiten geöffnet und haben beide den Kreis gemeinsam, der durch den 
Schnitt von K und E bestimmt ist. Von jeder Fläche liegt ein Teil, der an den Scheitel des 
Paraboloids angrenzt, innerhalb der Kugelfläche, und dieser Teil enthält die Mittelpunkte von 
Kugeln, welche die gegebene von innen berühren. Demnach entsprechen dann die Punkte von 
fı und fa teilweise der inneren und der äußeren Berührung. — Jeder Punkt der Ebene inner- 
halb von K ist Berührungspunkt für zwei innere, jeder Punkt außerhalb von K für zwei äußere 
Tangential-Kugeln. 
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b) Die zweite Aufgabe dieser Gruppe ist durch die vorstehende Erörterung schon mit 
gelöst, wenn in den erhaltenen Resultaten r—=(0 gesetzt wird. Im besonderen ist zu bemerken, 
daß für r—=0 die beiden gefundenen Flächen in eine einzige f=x2?+y?—2az-+a?—=0 zu- 
sammenfallen, da ja ein Punkt von derselben Kugel zugleich von außen wie von innen be- 
rührt wird. 


3. a) Auch in der dritten Gruppe soll die Behandlung der allgemeineren Aufgabe an die Spitze 
gestellt werden: es sollen zwei gegebene Kugelflächen von einer gesuchten berührt werden. 

Der Oentralabstand der gegebenen Kugeln Kı und Ka sei O10a=a, 0102 die Richtung 
der positiven x und Oı der Coordinatenanfang. Die Coordinaten x, y, z des Mittelpunktes der 
Berührungskugel müssen dann der Bedingung genügen 


VEFFFFEn=-VezPIPFEFn 
Hierbei ist das negative oder positive Zeichen zu wählen, je nachdem die betreffende 
Kugel von außen bez. von innen berührt werden soll. Die eben aufgestellte Gleichung enthält 
vier einzelne Bedingungen, die sich durch die vier möglichen Combinationen der Zeichen 
ergeben. Jedoch folgt aus der Combination von gleichen sowohl wie von ungleichen Vorzeichen 
nur je eine Flächengleichung | 


pı 402. (a —rı —r2?)—4y? - (rı —r2)?—422 (rn —r2) ?—4ax- (a? —rı —r2?) + (an —n2)?=0 
p2— 402 (a —nı +r22)—4y? (ri -+r2)?—42?- (rn +r)?—4as (a —rı +r2?) + (a —n-+r2?)2— 0 

Jede dieser Gleichungen repräsentiert ein zweimanteliges Rotations-Hyperboloid, dessen 
Mittelpunkt in der Mitte der Oentrale 0,03 liegt. gı enthält die Centren derjenigen Kugeln, 
welche die gegebenen entweder gleichzeitig von außen oder von innen berühren. Und zwar 
entspricht der Teil der Fläche, der auf der Seite der größeren Kugel liegt, der inneren, der 
entgegengesetzte Teil der äußeren Berührung. — Entsprechend liegen die Mittelpunkte der 
Kugeln, die Kı von außen, Ka von innen berühren, auf dem Teil von 2, der dem Punkte O, 
zugewendet ist, und umgekehrt. 

Es entsteht nun noch die Frage, wie sich die Berührungspunkte auf den gegebenen 
Kugelflächen verteilen. Denkt man sich an Kı und K2 den Tangentialkegel gelegt, dessen 
Scheitel auf der verlängerten Centrale liegt, so wird sowohl Xı wie Ka durch die Tangential- 
kreise in zwei Teile zerlegt. Die inneren, einander zugekehrten Kugelschalen enthalten die 
Berührungspunkte derjenigen Kugeln, die K1 und Ka von außen berühren; ebenso entsprechen 
die äußeren Kugelschalen der inneren Berührung der beiden gegebenen Flächen. Analoge 
Resultate ergeben sich, wenn die eine der gegebenen Kugelflächen von außen, die andere von 
innen berührt werden soll; auch in diesem Falle liegen die Punkte äußerer Berührung von Kı 
auf einer inneren Kugelschale und umgekehrt, und diese Kugelschalen werden gebildet durch 
den Berührungskreis desjenigen Tangentialkegels von Kı und Ka, dessen Scheitel auf der Cen- 
trale selbst liegt. 

Demnach kann jeder Punkt der gegebenen Kugelflächen (abgesehen von einer später zu 
erwähnenden Ausnahme) als Berührungspunkt zweier Tangentialkugeln auftreten; die Art der 
Berührung hängt ab von der Zugehörigkeit des betreffenden Punktes zu einer der eben er- 
wähnten Kugelschalen. 

Die bisher abgeleiteten Ergebnisse dieser Untersuchung wurden erhalten unter der Vor- 
aussetzung, daß die beiden Kugeln Xı und Ka ganz außerhalb einander liegen, sie werden sich 
in besonderer Weise modifieieren, wenn die Kugeln andere Lagen zu einander einnehmen. 
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Was nun zunächst die Gleichung 91 = 0 betrifft, so stellt diese ein Hyperboloid dar, so- 
lange a>rı —ra ist; sie ist der Ausdruck für ein Ellipsoid, wenn a<rı— rs wird, d. h. 
wenn die kleinere Kugel ganz innerhalb der größeren liegt; und sie bedeutet eine Gerade, die 
x-Achse, wenn die gegebenen Kugelflächen sich von innen berühren (a=rı—r3). Haben 
endlich die beiden Kugelflächen gleichen Radius, so liegen die Mittelpunkte sämtlicher Be- 
rührungskugeln in der Ebene, die in der Mitte von O0, auf der Öentrale senkrecht steht. 

Die durch „= bestimmte Fläche ist ein Ellipsoid, wenn a<rı + ra ist; und dieses 
enthält, wenn die Kugeln sich schneiden, den Schnittkreis der Kugelflächen (die Punkte dieses 
Kreises sind Mittelpunkte von Berührungskugeln mit unendlich kleinem Radius). Das Ellipsoid 
liegt in dem von den Kugelflächen begrenzten Raum, wenn Ka von Kı umschlossen wird, 
Eine Gerade, die x-Achse, wird durch die Gleichung bestimmt in dem Falle, daß sich die 
gegebenen Kugelflächen von außen berühren. 

Die oben angeführten Erörterungen über die Lage der Berührungspunkte finden auch für 
die verschiedenen Lagen der Kugeln sinngemäße Anwendung. Nur für den Fall, daß die ge- 
gebenen Kugeln sich berühren, ist zu bemerken, daß der gemeinschaftliche Berührungspunkt 
unendlich vielen Tangentialkugeln angehört; jeder andere Punkt der Flächen bestimmt nur 
eine Berührungskugel, abgesehen davon, daß eine Kugel als Berührungskugel ihrer selbst auf- 
gefaßt werden kann. 

b) Wird in den eben abgeleiteten Resultaten überall r2—=0 gesetzt, so ergeben sie sofort 
die Lösung der zweiten Aufgabe dieser Gruppe. Es zeigt sich, daß die Mittelpunkte sämt- 
licher Berührungskugeln nur eine Fläche bilden, die bestimmt ist durch die Gleichung: 

p=42°:.(a?—r?)—4y?-r?—42?.r?—r? (a?—r?)—=0, 
wo der Coordinatenanfang in der Mitte der Centrale OP angenommen ist. Diese Gleichung 
bedeutet ein Hyperboloid, eine Gerade oder ein Ellipsoid, je nachdem der gegebene Punkt 
außerhalb, auf oder innerhalb der Kugelfläche liegt. 

Zum Schluß sei erwähnt, daß für n=r2=0 die Lösung von la (die Mittellot-Ebene 
von PıP2) sich ohne weiteres aus den aufgestellten Gleichungen ergiebt. 
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Nach den bisher abgeleiteten Ergebnissen bilden die Kugeln, die zwei gegebene Elemente 
berühren, eine zweifach unendliche Mannigfaltigkeit, so daß die Mittelpunkte auf einer Fläche ° 
liegen. Soll nun auch noch ein drittes Element berührt werden, so bestimmt dieses mit jedem 
der ersten wieder eine zweifach unendliche Mannigfaltigkeit von Berührungskugeln. Diese 
drei Mannigfaltigkeiten haben, abgesehen von besonderen Lagen der Elemente zu einander, 
im Allgemeinen eine einfach unendliche Schar von Kugeln gemeinsam, so daß die Centren 
dieser Berührungskugeln ebenfalls eine einfach unendliche Schar von Punkten, eine Linie bilden. 
Diese Curve der Mittelpunkte ist bestimmt durch den Schnitt je zweier der eben erwähnten 
Flächen. 

Die 10 hierher gehörenden Aufgaben können nach den Flächen, die bei der Behandlung 
auftreten, in vier Gruppen eingeteilt werden: 

1 Fax Ps, P3 und H, Fa, Es. 
2. F, Is, K und FH, I, 1% 
I. E, Kı, Ks; E, K, Pi; E, Pr} Ps. 


4 HR) Ki PKnpıiniDn. 
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l. a) Die gesuchte Kugel soll durch drei gegebene Punkte gehen. Durch Pi, Pa und 
Ps ist eine Ebene bestimmt, und in dieser durch die drei Punkte ein Kreis, dessen Radius 
r=a-.b:c:4 Y s (s—.a) (s— b) (s—c) ist, wenn a, b, c die Entfernungen der Punkte von ein- 
ander, 23—=a-+b-+c bedeutet. Da dieser Kreis für jede durch Pı,P2,Ps gehende Kugel ein 
Schnittkreis sein muß, so liegen sämtliche Mittelpunkte auf der Geraden, die im Centrum 
des Kreises senkrecht zur Ebene gezogen ist (Schnittgerade der drei auf PıPs, PaP3, P3Pı 
errichteten Mittellotebenen). Ist x die Entfernung des Kugelcentrums von der Ebene, so ist 
der Kugelradius eV =? +r2. 
Liegen die drei gegebenen Punkte in einer Geraden, so ist der g. ©. für die Mittelpunkte 
der Kugeln die unendlich ferne Gerade, die auf der Richtung (PıP»P;) senkrecht steht. 


b) Drei gegebene Ebenen sollen von einer Kugel gemeinsam berührt werden. Es ist 
bekannt, daß die Oentren für die Berührung von Eı und Er auf den Halbierungsebenen der 
von den Ebenen gebildeten Flächenwinkel liegen; ebenso für die Berührung von Er und Es. 
Diese vier Ebenen schneiden sich in vier durch den gemeinschaftlichen Schnittpunkt von Hı, 
Er und Es gehenden Geraden, so daß zu je zwei der acht gebildeten körperlichen Ecken 
eine der Geraden zugehört. 

Wir bezeichnen die Neigungswinkel der drei Ebenen gegeneinander mit «, ß, y, die von 
den Schnittkanten gebildeten Winkel mit a, b, e (Seiten der körperlichen Ecke oder des sphä- 
rischen Dreiecks). Die Schnittlinie der Halbierungsebenen bildet mit den Ebenen Fı, FE» und 
Es offenbar gleiche Winkel; dieser Winkel p ist bestimmt durch die Gleichung: 
sina  sinß- siny 


sing — 


. . . 2« 2B 2 Va 

Son 3a m 3 A 
Vs a sin?2# sin?y-+-16 - cos 5'608 5008 5, 
wobei sin ?a sin?$ sin?y= sin ?ß sin?y — (cos@ + cosß cosy)? ist. 


Auch die Berührungspunkte in jeder der drei Ebenen bilden eine gerade Linie, die durch 
den Schnittpunkt der Ebenen hindurchgeht; die Gerade, die z. B. die Berührungspunkte von 
Eı enthält, teilt den Winkel # in zwei Teile aı und a2 (aı auf der Seite, wo der Neigungs- 
winkel £ liegt). Es ist 


22 2 2, 
COS 5— C08 © +cos 2. 


N sing - sinß siny 2 2 
sin 4 — TAT DIENT i COS dı = b F ol 
S---SIN--Ccos- 2608: - sin=- cos 
4c08 5 D) D) D) 3 p) 


Demnach wird a in zwei Teile zerlegt, so daß sich verhält: 
sinaı : sin da — eot 5: cot 5, 

Wenn die Schnittkanten der drei Ebenen parallel sind, so schneiden sich die Halbierungs- 
ebenen in vier diesen Kanten parallelen Geraden. 

Ist Eı parallel E2 (aber nicht parallel #3), so giebt es für diese als g. O. der Mittelpunkte 
nur eine Ebene, die Parallele im mittleren Abstand; diese Ebene wird von den Halbierungs- 
ebenen der von Eı und Es gebildeten Winkel in zwei Geraden geschnitten, die parallel sind 
den Schnittkanten von Eı und Es bez. Ex und Es. 

Sind endlich die drei Ebenen parallel, so wird der g. ©. der Mittelpunkte durch die un- 
endlich ferne Gerade gebildet. 


2. a) Eine gesuchte Kugel soll zwei gegebene Ebenen und eine gegebene Kugelfläche 
berühren. Wir bezeichnen den von Eı und Er gebildeten Winkel mit 2«; die Lage des 
Mittelpunktes von K sei bestimmt durch die senkrechte Entfernung e von der Schnittgeraden 


LU ne URL, 


(Eı Er) und durch den Winkel @, den dieses Lot mit der Ebene Ei bildet. Derjenige von 
den vier durch die Ebenen gebildeten Flächenwinkeln, in dem das Centrum der Kugel liegt, 
heiße Wı, sein Scheitelwinkel Wı’, eine Curve in der Halbierungsebene dieser beiden Winkel 
soll durch C bezeichnet werden ; die Nebenwinkel von Wı und Wı’ heißen W2 und W>', eine 
Curve in der Halbierungsebene T'. 
Die gesuchte Curve der Mittelpunkte wird hier gebildet durch den Schnitt der Hal- 
bikrußzerinen der von Eı und Er gebildeten Winkel mit dem Rotations-Paraboloid 
2? +y?— 22 (c- sinpg—r)+ ec? sim?po—r?—0. 
Durch die Ooordinaten-Transformation 
—=5$:c0sa— Äsina—cCcosg; y=n; 2=S$-sina+Lcosa 
geht die Gleichung der Fläche über in: 
f—=&?cos?«e+n?+L? sin?a— E{ sin2a— 25 (c- cos- p)—r sine) 
—+2{ (c- sin ( nee cose)+ ce? —r?= 
Hierdurch wird die y-Achse in die Schnittkante von B, und Es, die x- Re in die 
Gerade verlegt, in der die Halbierungsebene von Wı von der durch O senkrecht zur Schnitt- 
kante gelegten Ebene geschnitten wird. Mithin ergiebt sich als Gleichung für die gesuchte 
Curve der Mittelpunkte 
O1=8? c0os?a+n?—2£ (c - cos (e—g)+r sine) + c?—r?—= 
O&=38? 008?a + 17?—28 (c- c08 (e—g)—r sine) +c?—r?—0 
In derselben Weise erhält man als Schnitt des Paraboloids mit der Halbierungsebene 
von Wa und W>’ durch die Transformations-Gleichungen: 
x—=&sin@a+Lcose—cco8sp; y=n; 2= — 8 cose4{L sina 
die Curven-Gleichungen 


ne: sin?« + n7?+ 2&(c-sin(e—-@)—r cose) + e?—r?—0. 


Bevor wir zur weiteren Untersuchung dieser vier Curven übergehen, soll hier die Be- 
trachtung der Berührungspunkte auf der Ebene und Kugel eingeschaltet werden. Die Punkte, 
in denen Eı von der Kugel berührt wird, werden erhalten, wenn man vom Mittelpunkt jeder 
Berührungskugel das Lot auf Eı fällt; die Curve der Tangentialpunkte auf Eı ist demnach 
die orthogonale Projeetion der Curve der Mittelpunkte auf die Ebene. Ihre Gleichung lautet 
demnach 


en, =? + y?— 22 (e en Pt rtanga)+ 02V 
Diese Gleichung zeigt, dass die Curve ein Kreis ist. Analoge Resultate ergeben sich für Ti 
und I>. 

Die Tangentialpunkte auf der gegebenen Kugelfläche werden gefunden, wenn man das 
Centrum der Berührungskugel mit dem Mittelpunkt von K verbindet; die Berührungspunkte 
liegen demnach auf einer Kegelfläche, deren Spitze im Mittelpunkt der gegebenen Kugel liegt, 
so daß die Curve der Mittelpunkte die Leiteurve der Fläche ist. Die Gleichung dieses 
Kegels ist 


K= (0, +22: DB „ie COSp—a » ine+r) 


— RR. Arten („+ 2. sina : c089—a+-c? (sin?a: cos?p—a — in29—0)) 
+22: ii (rtv: sin« -c08p—a — c?-sin?p— 9e)—0 
c-sinp—a 


Die gegebene Kugel 
K=2?-+y?-+ 2? — 2x0: cosp—a — 22-c-sing—a+ c?—r?— 0 
wird von der Kegelfläche K=0 in den beiden parallelen Ebenen 


Eı =z:-c- sina- sinp—a—z(r-+ ec: sina- cosp—a) = (0 


B=x.c-sina- sinp—a—z2(r+c-sin«- cosp—a) + 2rc- sinpg—a—0 
in Kugelkreisen geschnitten, die beide vom Mittelpunkt der gegebenen Kugel gleichen Abstand 
haben. Ganz ähnliche Resultate werden erhalten, wenn man eine der anderen Curven als 
Leitlinie für die Kegelfläche annimmt. 

Es entsteht nun noch die Frage, in welcher von den beiden parallelen Ebenen die Be- 
rührungspunkte der Kugel liegen? Vergleicht man das vorliegende Problem mit dem ent- 
sprechenden planimetrischen, einen Kreis zu finden, der zwei Gerade und einen Kreis berührt, 
so findet man, daß die Berührungspunkte des gegebenen Kreises in einer Geraden liegen mit 
dem Schnittpunkt der gegebenen Geraden. Diese Bedingung müssen nun die Berührungspunkte 
der Kugel erfüllen, die in der durch O senkrecht zur Schnittkante von Eı und Er gelegten 
Normalebene liegen. So folgt, daß von den oben angegebenen Ebenen Eı und Er in jedem 
Falle nur die erste, die durch die Schnittgerade von Eı und Er hindurchgeht, zu ge- 
brauchen ist. 

Um die oben aufgestellten Curven-Gleichungen Ci, (2, I, Ta näher zu untersuchen, er- 
scheint es zweckmäßig, sie erst in der Form der Mittelpunkt-Gleichung darzustellen. Dann ist: 


Gr. core y®— —z, Ar 0 
G=r®: costa + y°— —z, Ah=0 
Tg? sintat vr, Aı=0 
Ia—4? sintat pP. Ar—0 


er | —r?-1 0? sing: sind«a—gQ—- 2rc sina : cosa—g@ 

2 

N | —r?— ec? sing - sind@—p-T Arc cosa - sina—@. 
2 


Diese Gleichungen stellen Ellipsen dar, wenn die constanten Glieder A und A einen 
positiven Wert haben; die entsprechenden Curven enthalten dagegen nur imaginäre Curven- 
punkte, wenn die constanten Größen einen negativen Wert annehmen. Es sind für die weitere 
Untersuchung vier Einzelfälle zu unterscheiden, je nachdem die gegebene Kugel in einem oder 
in mehreren der Winkelräume liegt. Zunächst ist klar, daß Aı unter allen Umständen eine 
positive Größe darstellt, da es eine Summe von drei stets positiven Größen ist. Demnach 
giebt es in Wı stets Kugeln, die die gegebene von außen berühren. 


a) Liegt die Kugel K nur in Wı, so istr<{c - sing; man setze r=c- sinp—u, (u<{c - sing), 
dann ist 


Ag=u (u-+ 2c- cosa - sin«@—g) positiv, 
Aı=(u-+2c - cos« - sina—g) (u—2c- sing) negativ, 
Ar=u(u—2c- sin«- cosa—g) negativ. 


a > 


Also existieren in Wı die Curven CL für äußere und O2 für innere Berührung, W2 da- 
gegen enthält keine Berührungskugel. 

8) Schneidet die Kugel die eine Ebene, so ist c- sinp<{r <{c- sin 20 —p. Dann findet 
man in analoger Weise wie vorher, daß nur die Curven Cı und I» reell sind; in beiden Fällen 
wird K von außen berührt. 

y) Ist c>r> c-sin2@—9, so liegt K in drei Winkeln. Dann entsprechen allen vier 
Curven reelle Punkte; Tı liegt in dem Winkel W3 und Tr in Wa‘, beide enthalten Mittel- 
punkte für äußere Berührungskugeln. 

0) Für r>e (die Kugel liegt in den vier Winkeln) sind ebenfalls alle vier Curven reell; 
jede der Curven schneidet die Kante der beiden Ebenen in denselben zwei Punkten, in denen 
diese von der Kugel K geschnittsn wird. Diesen beiden Punkten entsprechen Berührungs- 
kugeln mit dem Radius 0. 

Wird endlich eine der Ebenen E, oder E, von K berührt (r=c- sing oder r=c- sina—g), 
so ist im ersten Falle Aa=A2=0, im andern Falle Ag—= Aı=0, d.h. die Ellipsen werden 
zu einem Punkte, es giebt für die betr. Art der Berührung nur eine Tangential-Kugel. 

Für den Fall, daß beide Ebenen HE und Zr parallel sind, ist leicht ersichtlich, daß 
äußere Berührungskugeln nur dann existieren können, wenn wenigstens ein Teil von X inner- 
halb der Ebenen liegt; innere Berührungskugeln nur dann, wenn entweder die ganze Kugel X 
zwischen den Ebenen liegt, oder wenn beide Ebenen von K geschnitten werden. In jedem 
Falle bilden die Mittelpunkte einen Kreis. 

b) Die Aufgabe, eine Kugel zu finden, die zwei Ebenen berührt und durch einen Punkt P 
geht, läßt sich auffassen als einen Specialfall der eben behandelten Aufgaben, indem r—0 ist. 
Hierbei giebt es jedoch in jedem Falle nur eine Curve der Mittelpunkte, und zwar in der 
Halbierungsebene desjenigen Winkels, innerhalb dessen der Punkt liegt. Nur wenn der Punkt 
zwei Winkeln angehört, d.h. wenn er in einer der Ebenen liegt, giebt es in jeder der beiden 
Halbierungsebenen einen Mittelpunkt, es existieren dann überhaupt nur zwei Berührungskugeln. 


3. a) Eine Kugel soll eine Ebene und zwei gegebene Kugelflächen berühren. Das von Oı 
(Mittelpunkt von Kı) auf die Ebene gefällte Lot habe die Länge aı, das von O2 gefällte die 
Länge a2; die Entfernung der Fußpunkte dieser Lote sei e.e Die Schnittpunkte dieser Senk- 
rechten mit den Kugelflächen heißen Nordpol und Südpol. Zum Coordinaten- Anfang wählen 
wir den Fußpunkt der von Oı auf E gefällten Normalen, als Richtung der positiven « die 
Verbindungslinie der Fußpunkte beider Lote. Dann liegen die Mittelpunkte der Berührungs- 
kugeln für E und Kı auf dem Paraboloid 

h=’+y— 2 tn) ta’—n’= 
ebenso für E und Kr auf dem Paraboloid 
f=x?+y?— 22 (ae +r2)—2exte?+a2?+r2?—=0 

Da diese beiden Rotations-Paraboloide parallele Axen haben, schneiden sie sich in einer 
ebenen Curve, einer Ellipse. Die Gleichung der Ebene, in der diese Curve liegt, lautet: 

E=2ex-+22 (a Hrn — aı —n)+ a1?—n’—a?+n?—e?—=0. 
Der Neigungswinkel dieser der y-Achse parallelen Ebene p gegen die Richtung der positiven 
x ist bestimmt durch 


Adi Y1ı—-42—-12 5 e 
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Ve+aı rn —a2— ra)? Ve +aı+n—ar—r)? 
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Diese Ebene steht auf der Verbindungslinie der Nordpole von Ki und Ka senkrecht in einem 
Punkte S, so daß 
in} rı (aı+rı)—r2 (a2 +72) Bx n(a+r)—n(u4tn). 
Nı8=4Nı N AT N.N, ———; NS5=4 NN + NN; ist 
Die Ebene E hat mit den Flächen fı und f& eine Curve gemeinsam, deren Mittelpunkts- 
gleichung ist: 
(aıt+rı — a2 —r 2)? (aıtr)(@e+r) 
ar EN 2 — 4)? —(n—n)? 
Cı ar e?+ (tn —a—n)? +7 “n—a—n) j2 (e + (aı a2) (rı ra) )= 0, 


die Gleichung einer Ellipse. 


Soll nun die zweite Kugel von innen berührt werden, so ist statt der Fläche fr =0 das 


Paraboloid =? +y2— 27 (as —r2) 2 2ex+a2?—r3 Zu 0 

anzuwenden. fı und f2’ schneiden sich in einer Ebene, die auf der Verbindungslinie des 
Nordpols von Kı mit dem Südpol von Ka senkrecht steht. Die Gleichung der entsprechenden 
Curve ist 


En 2 EN Pi.) 3 
OG2=3?: AA Er Mas re 2 (e +a1ı— a2? — ir n)’)= 0. 
Die Curve für die äußere Berührung von Ka und innere von Ki 
.)2 | 
ER u BE nem) 
liegt in einer Ebene, die senkrecht steht zur Verbindungslinie des Nordpols K2 mit dem 
Südpol von Kı. 
Sollen endlich beide Kugeln von innen berührt werden, so liegt die Curve der Mittel- 
punkte 
ae. A uch). ee (aı—n) (aa—r2) 
e+(aı—n—aa-+r2)? (aı—rn—a2-r2)? 
in einer Normal-Ebene zu der Verbindungslinie der beiden Südpole. 

Für die Entscheidung, ob den vier eben aufgestellten Gleichungen reelle Curvenpunkte 
entsprechen, kommt es nur an auf das Vorzeichen des constanten Gliedes, und dieses wieder 
ist abhängig von dem Zeichen der Ausdrücke: aı+rı, aa+r2, m —rı, aa—rn, (e—1n—r2?), 
(ee —rı+r3?). (c=Ve?+(aı—as2)? ist der Centralabstand der gegebenen Kugeln.) Da ur- 
sprünglich als Richtung der positiven 2 die durch O0, gehende Normale gewählt war, so ist aı, 


(e?+ a1 —a2?—n—r2?)= 0 


demnach auch aıtrı stets positiv. @» ist negativ, wenn O0» auf der negativen Seite der 
Ebene liegt; aa+r2 ist dann kleiner als 0, wenn Ka ganz auf der negativen Seite von E 
liegt, ohne die Ebene zu schneiden. aı—rı bez. aa—rz ist negativ, wenn Kı bez. Ka die 
Ebene E schneidet. (c?—rı-+r2?) ist solange positiv, als Kı und Kz ganz außer einander liegen, 
ohne sich zu berühren. (e?—rn—r2?) endlich wird negativ, wenn die kleinere der beiden 
Kugelflächen ganz innerhalb der größeren liegt, ohne sie zu berühren. Das Verschwinden von 
aı—rı bez. aa+r2 oder aa—r2 bedeutet, daß zwischen Kı bez. Ka und E, das Nullwerden 


von (—rır2?) oder (e?—rı—ra?), daß zwischen Kı und Ka eine Berührung stattfindet. 
Dann werden zwei von den Curven zu einem Punkt, es giebt für die betreffende Art der 
Berührung nur eine Berührungskugel. Verschwinden gleichzeitig zwei der Ausdrücke, wird 
eines der drei gegebenen Elemente von den beiden andern berührt, so ist dieses selbst die 


1% 
2* 


ESSEN 1ER 


Tangentialkugel, und so, daß zwei ÖCurven denselben Mittelpunkt, dieselbe Kugel ergeben. 
Nun kann schließlich der Fall eintreten, daß E von Kı und Ka in demselben Punkte berührt 
wird. Dann giebt es unendlich viele Berührungskugeln, deren Mittelpunkte sämtlich auf 
der 2-Achse liegen. 


Welche der Curven für die verschiedenen Lagen der Kugeln und der Ebene gegen- 


einander reell sind, welche Curven zu einem Punkt werden, läßt sich aus der folgenden Tabelle 
ersehen: 


| e>1n+r2 | c=n-+ra N+r>c>n-r e=Nn—r | e<n—rR 
a>n| Mr; G000C; GC; Go =G=0 GC GeG-0 = 
%=n |G0; G=(G=0|0; G=0=00| OA; Go=G1=0 | 1=%=(,=0 G=(ı=0 
A <r2 Gı03 G; G=G=0 00 GO; G=G4=0 030; 
a=—T3 G=G=0 en — it vr 
da <—ra _ w En su wa 
Ü=n| »>r 100; G=G=0|1; G=0=0=0|) O1; G=G=0 G=G=0,=0 G=0,=0 
a=r: |CG; G=0=00| GO; o=G=0=0 |Cı; %=05=0,=0 2- Achse G=0=(,=0 


a<n)| G; G=4=0 |G; G=G=0-=0|)00; G=G=0|0; G=G=0,=0| G; G=U=0 
a=—n |G=%=0;=0=0 2- Achse — un En 
da <—T3 G=(4=0 _ > Pe: En 


a<n| @&a>r 010; G; G=0=0 0007 O3; CGı=(4=0 030; 
»=n | GO; o=G=0 |0; G=6=00 | 00; G=(ı=0 |03; A=G=l0| GG; = U—0 

de <rz [OLOR GC; G=0G=0 G&%030 00; G=G=0 0,03 
%=-n\060; A=0=0|0,; G=G=0=0| Ci; A=G=0 |; G=O=0=0| Or; G=G=0 

> —r 050; Ci; G=0=0 O0; ION EA—=0 [0/02 


Es ist noch die Untersuchung zu führen bezüglich der Berührungspunkte auf der Ebene 
und den beiden Kugelflächen. 

Die Berührungspunkte der Ebene liegen senkrecht unter den Mittelpunkten der Tan- 
gentialkugeln; sie bilden demnach eine Curve, die bestimmt wird durch die orthogonale Pro- 
jeetion der Curve der Mittelpunkte auf die Ebene. So entspricht der Ellipse Cı (dureh die 


Substitution &—= _— ‚n=y) der Kreis 


BP 
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Ebenso entsprechen den drei anderen Curven Kreise in der Ebene E. 

Die Berührungspunkte von Kı liegen auf einer Kegelfläche, die Oı als Scheitel und 
die Ellipse Cı als Leitlinie hat. Wählt man OL zum Coordinatenanfang, so geht der Kegel 
durch die Schnittkurve der beiden Flächen 

fr =a?’+yP— 22 (a+n)— (utn)’=0 
Ei (c—e)?+y?— 22 (a2 +r2)+ 02? — r2?—2qı (a2 —-r2) A) 
oder auch durch die Schnittkurve der Fläche fı” mit der Ebene 
E=2ex +22 (a+r —ı—r) — e?— (aı+rı)>—a2?+r2?+ 2aı (a2 +72) = 0 


N 


Der Kegel, der diese Schnittlinie zur Leitkurve, den Punkt e=y=z=(0 zum Scheitel 
hat*), wird dargestellt durch die Gleichung: 


F 2 4 Da in 
(1 EN). ya 4nst Aurich (n+2:aFn („+n-a—n)) 


N? 

— 42? An aa +r2e —aı —rı) (Nta Fri (as +r2 —aı —n:)) —=( 
N=e?+m1—a2’+n—r (2aı+rı +2) 
Dieser Kegel schneidet die Kugel 
K=ı"+ypP+2°—n?=0 

in zwei ebenen Curven, in Kreisen, deren Ebenen Eı und E» die Gleichungen haben: 
Eı=2:2e-ua+n+2(N+2:a+n (a tn —au—n)) —rı N=0 
B=2.2e ı+tn-+z (N-+ 2: -+r- (a +r2 — uı—rı)) +r N=0 

Es entsteht nun die Frage, welche von den beiden Ebenen die Berührungspunkte von Kı 
enthält, welche Ebene als Schnittfläche des Scheitelkegels mit der Kugelfläche aufzufassen ist. 
Die Kugelfläche X, wird von einer einfach unendlichen Mannigfaltigkeit von Kugeln berührt, 
so daß die Berührungspunkte in einer Ebene liegen. Legt man durch O0, die Normalebene 
zu E, so enthält diese die Mittelpunkte zweier Tangentialkugeln Mı und Me (die Scheitel- 
punkte der Ellipse C,=0). Man erhält so eine planimetrische Figur: ein Kreis O0, und eine 
Gerade werden von zwei Kreisen Mı und Ma berührt. Die Verbindungslinie der Berührungs- 
punkte auf OL muß, da die Berührung eine äußere ist, durch den äußeren Ähnlichkeitspunkt 
von Mı und Ma» gehen; dieser ist aber der Schnittpunkt der Centrale MıM2 mit der be- 
rührenden Geraden. Demnach muß die Ebene der Berührungspunkte durch dieselbe Gerade 
gehen, in der E von der Ebene der Mittelpunkte geschnitten wird. Dieser Bedingung ent- 
spricht nur die Ebene Eı. Die Berührungspunkte von Ka liegen naturgemäß ebenfalls in einer 
Ebene, welche E in derselben Geraden durchschneidet wie Eı. 

Auch wenn Kı und Ka beide von innen berührt werden, schneiden die Ebenen der 
Tangentialpunkte beider Kugeln und die Ebene der Mittelpunkte die Ebene E in derselben 
Geraden. Wird die eine Kugel von innen, die andere von außen berührt, so gehen die Ebenen 
der Berührungspunkte ebenfalls durch den äußeren Ähnlichkeitspunkt, da ja die Berührung 
von Kı bez. Ka für jede Tangentialkugel von derselben Art ist. 

b) und ec) Dieselben Erkebnisse, die sich herausgestellt haben für die Berührung zweier 
Kugeln, gelten auch, wenn die eine oder beide Kugelflächen zu Punkten werden, wenn 72 = (0) 
bez. rı=r2—( wird. Da im ersten Fall G=(% und (3 = (, ist, so existieren nur zwei 
Curven für die Mittelpunkte der Kugeln, je nachdem Kı von außen (Cı) oder von innen (Cs) 
berührt werden soll. Im zweiten Fall rn =r2—=0) giebt es überhaupt nur eine Curve für 
die Mittelpunkte; diese liegt in der Mittellotebene von PıP:. 


4. a) Eine Kugel soll drei ihrer Lage nach gegebene Kugelflächen berühren. Es sei die 
Centrale 0, =c, 0, 0;s—=b, 0.03; —=c, der Winkel 00,03 = «; zum Coordinaten- Anfang sei 
OL gewählt, zur (y)-Ebene die durch die drei Mittelpunkte gehende Ebene, zur Richtung 
der positiven x die Gerade 002. Dann liegen nach 1,3 die Mittelpunkte der Kugeln, die 

+ «Kı und Ka gleichzeitig von außen oder von innen berühren, auf dem Rotations-Hyperboloid 


yı =422 (2 —rı —r2?) — Ay? (rı —r2)?— 422 (rı —r3) ?—4cz (2 —nı—r3?) + (®—n —r22)?= 0, 


*) Salmon-Fiedler, Analyt. Geom. d. Raumes, I, Art. 121, 14. 
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ebenso für Kı und Ks auf einem Hyperboloid, dessen Gleichung in dem gewählten Coordi- 
natensystem lautet: 

pı'— 422 (b2 cos?a—rı —r32) + 8xy sina cosa b? + 4y2 (b? sinde—rı —r32) — Az? (nı —r3)? 

— 4b (b?—rnı —r32) (© cos@ + y sine) + (b?’—rı —r32)?—= 0 
Diese beiden Flächen schneiden sich in zwei ebenen Curven, deren Ebenen der z- Achse parallel 
sind und demnach auf der Ebene 0: 02.0; senkrecht stehen: 

Bı = 2x (br ra - cosa—c-n—r3)+2%y:b- nr - sina— (Ben rn —C:n—rs)— 0 
F=2x(b.rn—rz - cosa+tc-n—r)+2y-b:n—r - sne—(B:n—n+ (O:.n—r)= 
B=B®—_n—n?; (=e-n-r?2 

Wir hatten früher gefunden, daß der eine Teil der Fläche pı der äußeren, der andere 
der inneren Berührung von Kı und Ka entspricht. Wird nun der Teil erster Art von gı 
geschnitten von dem Teil zweiter Art von gı’ und umgekehrt, so entsteht eine Curve, die für 
die vorliegende Aufgabe nicht in Betracht kommt, da Kı von derselben Kugel nicht gleich- 
zeitig von außen und von: innen berührt werden kann. Die Entscheidung der Frage, welche 
von den beiden Ebenen Eı und a die Mittelpunkte der Berührungskugeln enthält, welche 
bei. der weiteren Behandlung ausgeschlossen werden muß, ergiebt sich leicht, wenn man den 
Schnitt der Fläche gı mit gı”’ (Berührung von Ka und Ks) untersucht. Diese Untersuchung 
ergiebt sofort, daß nur die Ebene Eı Mittelpunkte von Berührungskugeln enthalten kann. Die 
Gleichung der Curve, auf der diese Mittelpunkte liegen, lautet 

Vu ER 
b?c2sin®«— R  (b?c?sin?«— R)? 
R=a:(n—r)(rn—rs) + br —r3) (ra —rı) + 6? (rs— nr) (rs — ro) 

Die Curve C=0 enthält die Mittelpunkte der Kugeln, die Kı, Ka und K3 gleich- 
mäßig in derselben Art, alle von außen oder von innen berühren. Sollen jedoch die drei 
Kugelflächen in ungleicher Weise, etwa Ks von innen, Kı und Kz von außen berührt werden, 
so werden die Curven der Mittelpunkte so gefunden: Wir hatten früher gesehen (vgl. I,3), 
daß einer Berührung gleicher Art von Kı und Ka (innerer oder äußerer) die Fläche 9 =0 
entspricht; da jedoch Kı und Ks in ungleicher Art berührt werden sollen, so liegen die Mittel- 
punkte auf einer Fläche @2’=0, deren Gleichung sich von gı°=0 nur dadurch unterscheidet, 
daß überall für v3 der negative Wert gesetzt ist. So entstehen durch die vier möglichen 
Combinationen der Flächen 1, 2, Qı’, 2” vier Curven, deren Gleichungen rein’ formell aus 
C=0 abgeleitet werden können, indem der Radius einer von innen berührten Kugel negativ, 
einer von außen berührten dagegen positiv gesetzt wird. Der Kürze halber soll eine äußere 
Berührung von Kı durch aı, eine innere durch tı bezeichnet werden. Dann ist leicht ersicht- 
lich, daß der Berührung aıa2as und ir12ais dieselbe Curve entspricht, die sich aus 9 —=0 
und Qı’=0 ergiebt. 


Für die acht Möglichkeiten der Berührung dreier Kugeln folgen demnach die vier Curven 
der. Mittelpunkte: 


1. Für aı aa as und ü ia is: 
C —=£?(b?.c?. sin?«— R)?—[?. R(b?. c?-sinda— R)—A:-B: 0. R=V0 
2 Für 1 as 43 und Ai v2 13: 


Gı=8&2 (0? . c?. sin®«— Rı)?—L[?- Rı (b?. c?.sina—Rı)—A:B':.C.R=0 


3. Für aı 2 as und ü aa is: 
Cr = 8? (b?. ec? . sm?@«— R2)?—C? - Ra (b? . c?- sin«— R)—4A':B: 0’: R—=0 
4. Für aı 42 13 und ü ia a3: 
C;=8? (b?. ec? . sin?«— Rz)? —£? - Rs (b?. c?- sinda— R)—A':B.C-R—=0 
A=a?— (n—r3); A=a?—(r-rs)?; 
R= a?(rı —r2) (rı —r3) + b? (ra—rs) (ra—rı) + c? (rs —rı) (rs—r2) u. 8. w. 


Die weitere Untersuchung soll nur an der Curve C=0 geführt werden, da nach dem 
Vorhergehenden die Resultate auch auf die anderen Curven sich leicht übertragen lassen. 

Der Gleichung C=0 entspricht nur dann eine reelle Curve, wenn die A, B, C sämtlich 
positiv, oder wenn zwei von ihnen negativ, die dritte positiv ist. Dies ist der Fall, wenn 
keine der Kugelflächen ganz von einer anderen eingeschlossen wird, oder wenn die beiden 
kleineren ganz innerhalb der größten liegen, doch so, daß die kleinste nicht auch von der 
mittleren umschlossen wird. Wird jedoch eine oder auch mehrere der Größen A, B, C zu 
Null, so repräsentiert die Gleichung C=0 ein Geraden-Paar oder einen Punkt. 

Die durch C=0 dargestellte Curve ist eine Hyperbel, so lange b?. c? - sin®«— R>0 ist; 
für b?. c?. sin?«— R<0 folgt eine Ellipse, und 5b? c?- sin?«— R=( ergiebt, wie eine besondere 
Betrachtung zeigt, eine Parabel. Ist die Curve eine Hyperbel, so giebt es Tangentialkugeln beider 
Arten; die Mittelpunkte der Kugeln äußerer Berührung liegen auf dem einen, die der Kugeln 
innerer Berührung auf dem anderen Aste der Hyperbel: In dem Falle, daß die Curve die 
Form einer Ellipse oder Parabel annimmt, giebt es Tangentialkugeln nur einer Art. 

Um zu untersuchen, bei welcher Lage der gegebenen Kugeln diese drei Fälle eintreten, 
stellen wir (b?.c?2-sm®@«—R) in der Form dar: 


1 (a+ts+t) (-u+t2 +1) (ti tr +65) (+ —th). 


Dabei bedeutet 4—V A=V a —r3—r32 den Abschnitt der äußeren Tangente, die in der Haupt- 
ebene 0, 020; an Kz und Ka gelegt ist. Hiernach ist leicht ersichtlich, daß (b? - ce? - sin?«—.R) 
dann negativ wird, wenn eine der Kugeln, etwa Ks, innerhalb des Kegels liegt, der die beiden 
anderen Kugeln von außen berührt. Es existieren nur Kugeln äußerer Berührung, wenn Ks 
in dem zwischen Kı und Ka liegenden Teile des Kegels enthalten ist; liegt Ks in einem der 
anderen Abschnitte des Kegels, so giebt es nur Kugeln innerer Berührung. 

Endlich wird (b?. c?- sin?«—R) gleich Null, die Mittelpunkte liegen auf einer Parabel, 
wenn K3 innerhalb des konischen Raumes liegend die Kegelfläche in einem Punkte berührt. 
Geschieht diese Berührung zwischen K3 und Kegel jedoch in einem Kreise, so ist R=0; die 
Mittelpunkte der Tangentialkugeln liegen auf einem unendlich fernen Kegelschnitt, d.h. dann 
sind nur Tangentialebenen an die gegebenen Kugeln möglich. 

Es ist noch die Frage nach der Verteilung der Berührungspunkte auf den Kugeln zu 
beantworten. Die Untersuchung soll für Ai in Bezug auf die Kugeln geführt werden, welche 
die gegebenen Kugelflächen gleichzeitig von außen oder von- innen berühren. 

Die Tangentialpunkte liegen offenbar in der Schnittkurve der Kugelfläche mit einer 
Kegelfläche, die Oı zum Scheitel und C=0 zur Leitkurve hat. Nach dem schon früher an- 
gewendeten Verfahren findet man als Gleichung dieses Kegels: 


[x (b: C-cosa—c-B)+y:b- C- sine]? — (2? +y?+22) (B- n—rn —C:n—r3)’=0 


Dr EZ 


Kı wird von dieser Fläche in zwei ebenen Ourven, in Kreisen geschnitten, deren Fbenen 
durch die Gleichungen bestimmt sind: | | 


Al _2(b. O-cosa—c- B)+y-b- O-sinatn (B-:n n— 0: n-n)—=0 


e2 
Nun entsteht weiter die Frage, welche von den beiden Ebenen die Lösung der gestellten 
Aufgabe darstellt. Folgende Erwägung wird uns zum Ziel führen: Legt man an die gegebenen 
Kugelflächen die beiden gemeinschaftlichen Tangentialebenen, welche die drei Kugeln von der- 
selben Seite berühren, so entstehen auf Kı zwei en. mit den Ooordinaten: 


—r ec: HM —r3—D-rı—r2 C08Q, 
ler), yh te tn EEE V»- c?- sin 2u— R 


C Z b.c-sin«a 


Nun sind diese Tangentialebenen auch Berührungskugeln mit unendlich großem Radius, 
sie bilden den Übergang von der äußeren zur inneren Berührung. Demnach liegen die beiden 
eben erwähnten Punkte von Kı in der Curve der Berührungspunkte, und es ist diejenige Ebene 
zu wählen, welche die beiden Punkte enthält. Dieser Bedingung entspricht nur die Ebene 
cı=(, sie enthält allein die Berührungspunkte von Ki. Ä 

Auch wenn beide Arten von Tangentialkugeln, innere und äußere, vorhanden sind, ° wenn 
die Mittelpunkte dieser Kugeln auf den beiden Ästen einer Hyperbel liegen, bilden sämtliche 
Berührungspunkte nur einen Kreis auf Ki. Dieser Kreis wird durch die Berührungspunkte 
der beiden Tangentialebenen in zwei Bogen geteilt, von denen der eine die Berührungspunkte 
der äußeren, der andere die der inneren Tangentialkugeln enthält. 

b) Wird eine der Kugeln, etwa Ks, zu einem Punkt, so ist r„—0. In diesem Falle stellt 
C und Os und ebenso Cı und 0), da A=A4' und B=PB' ist, dieselbe Curve dar, so daß die 
Mittelpunkte der Tangentialkugeln sich auf zwei Curven verteilen. 

c) Wird außer v3 auch noch rz zu Null, so ist auch noch C—=Ü’ und die vier oben auf- 
gestellten Gleichungen ergeben dann dieselbe Curve: die Mittelpunkte der Berührungskugeln 
bilden nur eine Curve, wie sich schon daraus ergiebt, daß diese Mittelpunkte in der Mittellot- 
Ebene von PıPz liegen müssen. | 


